Isométries planes

1 Transformations du plan

1.1 Deéfinitions

Définition 1 Une transformation f du plan est une application du plan dans lui-méme telle
que pour tout point M’ du plan, il existe un unique point M tel que f (M) = M’

On dit que M’ est I'image de M par la transformation f, ou aussi que M est un antécédent de
M’ par f.

Remarque 1 Par définition, une transformation est une bijection
Définition 2 On dit que M est fixe (ou invariant) par la transformation f si f (M) = M

Définition 3 Si F' est une figure du plan (un ensemble de points quelconque), on appelle image
de F par f et on note f(F) I’ensemble des points de la forme f(M) lorsque M décrit F.
Si f(F) = F, on dit que F est globalement invariante par f.

Remarque 2 Dire que F est globalement invariante par f ne signifie pas que tous les points
de F sont fixes par f.

e Un segment [AB] est globalement invariant par la symétrie centrale dont le centre est le
milieu de [AB], mais seul le milieu de [AB] est un point fixe par cette transformation.

e Une droite (AB) est globalement invariante par la translation de vecteur AB alors que
cette transformation n’a aucun point fixe.

Définition 4 La transformation qui, & tout point M du plan associe le point M lui-méme
s’appelle la transformation identique ou ’identité et se note Idp ou Id.

Remarque 3 Pour cette transformation, tous les points sont invariants.

1.2 Composition

Définition 5 La transformation composée de f et de g, notée f o g, est la transformation qui
a tout point M du plan associe le point | (f o g) (M) = f[g(M)]|

Remarque 4 Si f, g et h sont trois transformations : (fog)oh = fo(goh).

Remarque 5 En général go f # fog. Lorsque go f = f o g, on dit que les transformations f
et ¢ commutent.
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1.3 Transformation réciproque

Définition 6 La réciproque f~! d’une transformation f est la transformation qui, a tout
point N associe son unique antécédent par f.

fHM)=N&M=f(N)

f~1 est une transformation et (f _1)_1 =f
foft=ftlof=1d

Théoréme 1 Si f et g sont deux transformations, f o g est une transformation et
(fog) ' =g tof|
Démonstration. Sion pose g (M) = M'"et f(M')=M":M =g 1 (M) et M' = f~1(M").
Dol gfl o f*l (M//) — g—l [f—l //)] — g—l (M/) =M
et fog(M)=flg(M)]=f(M)=M"=M=(fog)™ (M").

Remarque 6 Si fog=halors f=hog ltetg=f"loh

Remarque 7 Si fog=go f=1d a\dorsgzj“1

2 Isométries du plan

2.1 Définitions

Définition 7 Une isométrie du plan est une transformation du plan qui conserve les distances.
Précisément, pour tous points A et B d’images respectives A’ et B’ : A’B’ = AB.

Théoréme 2 Si f est une isométrie du plan :
1. l'image du segment [AB] est le segment [f (A4) f (B)]
2. l'image de la droite (AB) est la droite (f (A) f (B))
3. I'image du cercle de centre € et de rayon R est le cercle de centre f () et de rayon R.
4. f conserve le parallélisme : deux droites paralléles ont pour images deux droites paralléles.
5

. f conserve l'orthogonalité :
deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites perpendiculaires.

e

f conserve les milieux : si I est milieu de [AB], f(I) est milieu de [f (A) f (B)]

7. f conserve les barycentres :

Si G =bar{(A1;01); - ;(An;an)} alors f(G) =bar {(f (A1);a1); - ;(f (An);am)}

8. f conserve les angles géométriques :

Si A' = f(A);B' = f(B) et C' = f(C): AB'C" = ABC.
Définition 8 Une isométrie qui conserve 'orientation des angles est un déplacement
Définition 9 Une isométrie qui inverse I'orientation des angles est un antidéplacement.

Théoréme 3 La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un dé-
placement.

Théoréme 4 La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement (peu importe 'ordre) est
un antidéplacement.
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2.2 Isométries usuelles
2.2.1 Translation

Soit # un vecteur du plan. La translation de vecteur # est la transformation notée t; définie par
! 7 —
M =tz (M) e MM =i

Remarque 8 t5 =1d

Remarque 9

Théoréme 5 |(tz) ' =t_g

Théoréme 6 Une translation est un déplacement qui n’a aucun point fixe.

2.2.2 Reéflexion (ou symeétrie orthogonale)

Soit A une droite du plan. La réflexion d’axe A est la transformation notée sa définie par

M =Msi MeA

r_
M" =57 (M) é{ A médiatrice de [MM'] si M ¢ A

Théoréme 7 | sposa =1d | | sgl = SA |

Théoréme 8 Une réflexion est un antidéplacement qui a pour point fixe tout point de A.

2.2.3 Rotation

Soit w un point du plan et soit § € R. La rotation de centre w et d’angle 6 est la transformation
notée 7.9 définie par

r 0 (M) = M A=
S <m,wM’):9

Remarque 10 7., = s, symétrie de centre w.

Remarque 11 Si M’ =ry .9 (M) et N' =1y 5 (N): <wM/,m) = (W,W)

Théoréme 9 (’f‘w;g)_l = Twi—f

Théoréme 10 Une rotation est un déplacement qui a pour seul point fixe le centre de la
rotation.
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3 Composée de deux réflexions d’axes A; et A,
3.1 Cas ou les axes A; et A, sont paralléles

Ay Ay Ay =tz (Asg)
SA; © SA, = tog

g

4

Théoréme 11 Si sa, et sa, sont deux réflexions d’axes respectifs A et Ay tels que Aq||Ag, la
composée Sa, © Sa, est la translation de vecteur 24 avec @ tel que Ay = tz (Aa)

Démonstration. Soient M’ = sa, (M); M"” = sa, (M') ; I et J les milieux respectifs de
[MM'] et [M'M"]
MM = 2IM’ —
o T Y MM =210 = M" = tyz (M) en notant @ = I.J.
MM"=2M'J
Remarque 12 sa, o0 sa, = t_oz et donc, sauf dans le cas ot Aj = Ay : S, 05A, # SA, © SA,
Remarque 13 Toute translation de vecteur ¢ peut étre décomposée d’une infinité de facons

comme composée de deux réflexions dont les axes sont normaux a ¢, 'un d’eux pouvant étre
choisi arbitrairement.

3.2 Cas ot les axes A; et A, sont sécants en {2

A, A =rqg(Ag)

SA1 O SA, = TQ,26‘

' AV

e
S aM

Théoréme 12 Soient sa, et sa, deux réflexions d’axes respectifs Ay et Ag sécants en ) et
de vecteurs directeurs respectifs @y et wz. La composée sa, o sa, est la rotation de centre (2 et
d’angle 2 (i, U7).
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Démonstration. Soit M’ = sa, (M) ; M" = sa, (M').

SA; ©SA, Q) = SA, Q) =Q.

SA, et sa, étant des isométries : QM = QM et QM" = QM’'. Donc QM" = QM

Soient iy et i des vecteurs directeurs respectifs deA; et As.

<SW, W) = <m,ﬁ2> + (g, 1) + <171, W)

Une réflexion étant un antidéplacement :

<W,ﬁ2> = — (W,ﬁg) et (61,W> = — <61,W)

Donc (W,W) = — <W,ﬁ2> + (U, 1) — (Ul,W) = 2 (i, u;) d’apres la relation de
Chasles sur les angles orientés.

Donc sa, o sa, est la rotation de centre € et d’angle 2 (s, @;)

Remarque 14 L’angle 2 (i, %1) dépend des droites A; et Ag mais pas des vecteurs directeurs
U et iy choisis sur ces droites. Si par exemple on remplace @ par —i, on a : 2(—iy, 1) =
2(*&1,&1)4‘2(@’1,@’2) :2(17:1,17:2) [27‘(’] car (*ﬁl,ﬁl) =T [27‘(’].

Remarque 15 Sauf dans le cas ou A; L Ag et ol sap, © SA, = SA; © SA, = Sq (symétrie
centrale de centre (2, sa, et sa, ne commutent pas : sa, 0 Sa, est une rotation d’angle 2 (s, )
et sa, o sa, est une rotation d’angle 2 (4, u2) .

Remarque 16 Toute rotation peut donc étre décomposée, d’une infinité de maniéres différentes
possibles, comme la composée de deux symétries axiales d’axes sécants au centre de cette rota-
tion.

Exemple 1 Soit ABC un triangle équilatéral direct de centre de gravité G.
On note A, B" et C" les milieux respectifs de [BC], [CA], [AB]. Soit C" =t (C).

L. TAxm/3°TBm/3 = S(AA") © S(AB) © $(AB) © $(BB’) = S(AA’) °S(BB’) = T'G,—4xn/3
car (AA") =g _2q/3 (BB'))

2. TC’,W/3 o rA,Tr/3 = S(CC”) e} S(AC) o} S(AC) e} S(AA’) = S(CC”) o} S(AA’) = tB?
car (CC") = tigp (AA)
2

3. tge 0T = S(CC) © 5(AAY) © S(AA) © S(BC) = S(CC) © S(BC) = TCx = 5C

4 Isométries du plan fixant un point

Théoréme 13 Soit f une isométrie et 2 un point du plan. L’isométrie f se décompose d’une
maniére unique sous la forme f =t o g, ou t désigne une translation et g désigne une isométrie
laissant € fixe.

Démonstration. Soit f =t o g une telle décomposition (en supposant qu’elle existe).

On doit avoir ' = f(Q) = (tog) () = t(2). La translation ¢ ne peut donc étre que la
translation de vecteur Q. De plus f =togdoug=t"tof.

Donc la décomposition f =t o g est, si elle existe, unique.

Posons maintenant ¢ = {5 et g = t~lof.

g est bien une isométrie comme la composée de deux isométries.

De plus g(Q) = (t1o f) (Q) = ¢ (f(€2)) = Q donc Q est bien un point fixe de g.

Finalement tog=to (t_l of) =tot ! of=f.

Ceci montre I'existence de la décomposition citée dans le théoréme.

Le théoréme montre qu’une isométrie quelconque peut toujours étre obtenue, et ce d’une infinité
de maniéres (le choix de 2 est libre), comme composée d’une isométrie laissant un point fixe et
d’une translation.



Isométries planes 6

Théoréme 14

1. Une isométrie fixant trois points A, B et C' non alignés est 'identité.

2. Une isométrie distincte de l'identité fixant au moins deux points distincts A et B est la
symeétrie axiale d’axe (AB).

3. Une isométrie ne fixant que le point A est une rotation de centre A et d’angle non nul.

Démonstration. Soit f une isométrie.

1) Supposons que f fixe trois points A, B et C non alignés.

Soit M un point quelconque du plan et soit M’ = f (M).

f conservant les distances, on doit avoir AM = AM', BM = BM' et CM = CM'.

Si M # M, les trois points A, B et C devraient étre tous les trois sur la médiatrice de [MM'],
ce qui est impossible puisqu’ils ne sont pas alignés.

On a donc M = M’ et tous les points sont donc fixes : f = Id.

2) Supposons que f fixe deux points A et B distincts.

Soit C un point qui n’est pas sur la droite (AB).

D’apres 1), f(C) = C’" # C sinon on aurait f = Id.

f conservant les distances, on doit avoir AC = AC’et BC = B(C'

Donc la droite (AB) est la médiatrice de [CC'].

Soit g = sapyo f-

On a g(4) = A, 9(B) = B et g(C) = s(ap) (£ (C)) = s0ap) (C") = C.

D’aprés 1) : g = sap)yo f =1d

d’ot f = 8(AB) © Id= S(AB)-

3) Supposons que f ne fixe que le point A. Soit B un point distinct de A, B’ = f(B).

f conservant les distances, AB = AB’, donc A € A. ou A est la médiatrice de [BB'].
Soit g = 550 f. On a g(A) = sa (F(4)) = sa(A) = A et g(B) = sa (F(B)) = sa(B) = B.
On peut donc appliquer a g ce que I'on a montré dans la partie 1) ou la partie 2).

Si g était I'identité, on aurait f = sa ce qui est impossible puisque f n’a qu’'un seul point fixe.
Donc g = sa o f = spy dou f = sa0s8ap).

Les droites A et (AB) étant sécantes en A, f est une rotation de centre A.

5 Déplacements du plan
Soit f un déplacement du plan.

1. Si f fixe un point, ce ne peut étre que ’identité ou une rotation.

2. Si f ne fixe aucun point, alors f =t o g avec g fixant un point.
g =1t"1o f est un déplacement fixant un point. C’est donc I'identité ou une rotation.

(a) Si g est l'identité, f =told =t.

(b) Si g est une rotation r: f =tor.
Décomposons t et r en produit de réflexions bien choisies. ¢ = s1 0 s9 et r = s9 0 s3.
Alors tor = 81 0890 89 083 = 51 0 83 est donc une translation ou une rotation

Théoréme 15 Les déplacements du plan sont les translations et les rotations
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6 Antidéplacements du plan
Soit f un antidéplacement du plan.

1. Si f fixe point, ce ne peut étre qu’'une réflexion

2. Si f ne fixe aucun point, alors f =t o g avec g fixant un point.
g =1t"1o f est un antidéplacement fixant un point. C’est donc une réflexion s.
Alors: f=tos

Théoréme 16 Les antidéplacements du plan sont les réflexions et les composées t o s ou t est
une translation et s une réflexion.

Définition 10 Une symétrie glissée est la composition d’une translation de vecteur # et d’une
réflexion d’axe A dont @ est un vecteur directeur. On note sa g

Théoréme 17 La composée d’une translation et d’une réflexion est une réflexion ou une symétrie
glissée

Démonstration.

£y

A/

[
[
[
1 I
[
[
|

A

A C

Soit f =tz osa. Soit A € A, B tel que AB = i, soit C' la projection orthogonale de B sur A
et soit A’ la parallele & A passant par le milieu I de [AB].

ta = tzcop = tac ° top
lep = SAr 0 8A

}if:tmosA/osAosA:tmosA/
1. AC =0 = f=sar
2. AC £0=f= t1e © Sar avec AC directeur de A’. Donc [ est la symétrie glissée s, 17

Théoréme 18 SA g =1tg0oSA =8a 0ty

Démonstration. t; o sa ot_z est un antidéplacement.

Si M € A posons My =t_z(M). On a donc ]\4—1\4{ = —14.

i étant directeur de A : My € A.

Doutzospaot_g(M)=tzosa (M) =tz (M) =M car MM = .
tz o sa ot_g est donc un antidéplacement fixant tout point de A.
Donc tzospa0t_z = sa doil tzosa = sa oty

Remarque 17 Si f est une réflexion : fo f=1d

Remarque 18 Si f est la symétrie glissée sp 4 : fo f = tog
De plus, f =tzosa = sa =t_go f permet de déterminer A

Théoréme 19 Les antidéplacements du plan sont les réflexions et les symétries glissées.
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7 Ecriture complexe des déplacements

On se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O;é7, €3).

7.1 Ecriture complexe des translations

La translation t- de vecteur W d’affixe z; associe, a tout point M d’affixe z, le point M’ d’affixe

=24 2w

Démonstration. M’ =tz (M) < MM =i P =S Y — 2 =2

7.2 Ecriture complexe des rotations

La rotation rq ¢ de centre Q et d’angle 6 associe, & tout point M d’affixe z, le point M’ d’affixe
2 =e?(z - 20) + 20

Démonstration. Si z = zq, la formule proposée donne bien 2’ = zq.

QM’ r_ r
QM |Z_ZQ| Z— 2Q
} /_
<QM,QM/>:0:>argZ g
Z— ZQ
2 — 20 ' g

a pour module 1 et pour argument 6. Donc = ¢? d’ou le résultat.

z— Z0 zZ— 2z

7.3 Synthése

Théoréme 20 L’écriture complexe d’un déplacement est
2 =az+bavec |a| =1

Réciproquement, si une transformation f du plan a une écriture complexe de la forme 2z’ = az+b,
a et b étant des complexes avec |a| = 1, alors f est une translation ou une rotation.

En effet, sia = 1, 2/ = z + b, il s’agit de la translation ¢t de vecteur w d’affixe b.

Si a # 1 le point € d’affixe zq est point fixe de f si et seulement si zg = azq + b.

Z=az+b

o = azg b on obtient 2’ — zq = a(z — 2q)

En soustrayant membre & membre les égalités {
a étant de module 1, on peut écrire a = .

Donc 2 — zq = € (2 — 2zq) . D’ont 2/ = €% (2 — 2q) + 2.
On reconnait la rotation de centre €2 et d’angle 6.

Théoréme 21 2’ = az + b avec |a| = 1 est 'écriture complexe d’un déplacement.

1. Si a =1 ce déplacement est la translation de vecteur u d’affixe b.

b
2. Si a # 1 ce déplacement est une rotation de centre 2 d’affixe zq = 7 et d’angle
a

arg (a) [2n]
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7.4 Applications
7.4.1 Composée de deux rotations

Soient f et g deux rotations d’écritures complexes respectives 2/ = €'®z + by et 2/ = Pz + by,
la transformation f o g associe, a tout point M d’affixe z le point M” d’affixe

2" = e (ePz + by) + by = Tz 4 (€"*by + by )
(C’est une transformation dont ’expression complexe est bien de la forme 2” = Az + B avec
|A| = 1.
Sia+ =0 [27], A=1et fog est une translation.
Sia+B#0 [27], A# 1 et fog est une rotation d’angle a + 3.

7.4.2 Composée d’une rotation et d’une translation

Soit f la rotation d’écriture complexe 2’ = ez + by

Soit g la translation d’écriture complexe 2z’ = z + bs.

La transformation f o g associe, a tout point M d’affixe z le point M” d’affixe 2" = ¥ (2 + bo) +
by = e + (ewa + bl) .

Donc f o g est une rotation d’angle 6.

7.4.3 Composée d’une translation et d’une rotation

Soit f la translation d’écriture complexe 2/ = z + by

Soit g la rotation d’écriture complexe 2’ = ez + by

La transformation fog associe, a tout point M d’affixe z le point M” d’affixe 2 = €%z + by +b;.
f o g est donc une rotation d’angle 6.

8 Ecriture complexe des antidéplacements

8.1 Ecriture complexe des réflexions d’axe ”0Ox”

Théoréme 22 Ay = (0;¢)) étant I'axe des abscisses, la réflexion d’axe Ay a pour écriture
complexe

/ —

=z
Démonstration. Soit M d’affixe z, M' = sa, (M) daffixe 2.
Si M ¢ Ag: OM' = OM et (61,0M> (5 )
| = [2] et arg (¢) = —arg (z) = arg (2 )

/

2 _|#] ? i
=2l B o et arg =0dou = =1puis 2 =2
A EERNE] z

Si M e Ay: M =M et donc 2/ = z = z puisque z € R (M est sur 'axe des abscisses)

D’ou |z

On en déduit

8.2 Ecriture complexe des réflexions d’axe horizontal

Théoréme 23 A étant la droite d’équation y = b, la réflexion d’axe A a pour écriture complexe
2 =zZ+2b

Démonstration. Soit sa la réflexion d’axe A d’équation y = b.

Soit B le point d’affixe b et soit 4 = OB

A =tz (Ap) ou Ag désigne 'axe des abscisses.

SA 0857y = log = SA = tag © S

L’écriture complexe de sa, est 2/ = z, celle de toz est 2/ = 2+ 205 = 2 + 225 = 2 + 2ib

D’ou Iécriture complexe de sp = 2/ = z + 2ib
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8.3 Ecriture complexe d’une réflexion d’axe non ”horizontal”

Théoréme 24 Si la droite A a pour vecteur directeur ¢ et coupe l'axe des abscisses au point
), Pécriture complexe de la réflexion sp d’axe A est, en notant 6 = (€}, 7) :

7 = e (z — zq) + 2q
Démonstration. Soit sa, la réflexion d’axe Ag = (O;é7) .
SA OSAg = TQ20 = SA =TQ,20 O SAq

L’écriture complexe de rg g est 2/ = e
Donc I'écriture complexe de sa est 2/ = e

20 (2 — 2q) + 2zq et celle de s, est 2/ = Z.

20 (z — za) + 20
8.4 Ecriture complexe des symétries glissées

Théoréme 25 Si la droite A a pour vecteur directeur ¢ et coupe l'axe des abscisses au point
2, écriture complexe de la symétrie glissée sp w =t o sa est, en notant 6 = (€1, 7) :

Z = (Z-29)+ 20+ 2w

Démonstration. L’écriture complexe de tz est 2/ = z+ zg et celle de sa est 2/ = ¢?2¢ (z—za)+
ZQ
8.5 Synthése

Théoréme 26 L’écriture complexe des antidéplacements est
2 =az+bavec |a| =1

Réciproquement, soit f la transformation d’écriture complexe 2’ = az + b avec |a| = 1

Soit s la réflexion d’écriture complexe 2’ = Z (c’est la réflexion par rapport a 'axe des abscisses)
Soit g le déplacement d’écriture complexe 2’ = az + b.

Alors f = gos et donc f est un antidéplacement (composée d’un déplacement et d’un antidé-
placement).

Théoréme 27 2/ = az + b avec |a| = 1 est I'écriture complexe d’un antidéplacement.

8.6 Applications

On peut utiliser les écritures complexes pour déterminer les composées de deux réflexions ou
d’un antidéplacement et d’une translation par exemple.



