Dans ce cours, on va étudier des transformations du plan P :

Une transformation f du plan est une fonction du plan dans lui-méme qui, atout point M
associe un point M ¢ bien défini.
f:MBH M(
P® P

S f(M)=M¢onditque M ¢ estI'image de M par latransformation f, ou auss que M est un
antécédent de M ¢ par f.

S, pour un certain point M du plan, f (M) =M , on dit que M est un point fixe, ou invariant
delatrangformation f.

S F egt unefigure du plan (un ensemble de points quelconque), on appelleimage de F par f

et on note f (F) I'ensemble des pointsdelaforme f (M) lorsque M décrit F.

S f(F) =F, ondit que F ext globalement invariante par f. Cdane sgnifie pas forcément
que tous les points de F sont fixes par f.

Exemples : Un segment [AB] est globalement invariant par la. symétrie centrale dont le centre
egt lemilieu de [AB] , maisseul le milieu de [AB] est un point fixe par cette transformation.

Une droite (AB) est globaement invariante par la trandlation de vecteur AB dlors que cette

transformation n’a aucun point fixe.

Soient F et F¢ deux figures et f une transformation. S I'on prouve que, quel que soit e point
MdeF, f(M) appatienta F¢, onauraprouvéque f (F) I Fd. S I'ondoit prouver que
f (F) = F (il reste aprouver que tout point de F¢ est bien I'image d’ au moins un point de F.

Exemple : Latransformation qui, atout point M du plan associe le point M lui-méme s appelle
latransformation identique, ou I’ identité et se noteid.
Pour cette transformation, tous les points sont invariants

Etant données deux transformations f et g, on peut définir latransfor mation composée de f et
deg:

Latransformation composée def et de g, notée gof , et latransformation qui atout point M
du plan associele paint (gof J(M) = g(f (M)).

Sf:M—>M¢ g:M@> M@, dors gof :M — M.

En effet (gof J(M) = g(f(M))=g(M9=M¢.

S f, g et h sont trois transformations : (hog)of = ho(gof) .

Engénéd gof 1 fog.Lorsque gof = fog, on dit que lestrandformations f et g commutent.

De plus toutes | es transformations considérées par la suite seront bijectives.

Unetransformation f du plan est bijective (ou une bijection) s tout point N du plan aun
antécédent unique par f.

Transformations du plan FICHE 1:




Contre-exemple : Soit D une droite et p la projection orthogonde sur D.
p est une transformation qui N’ est pas hijective. En effet, tous les points de D ont uneinfinité
d antécédents adors que les points qui ne sont pas sur D N’ ont aucun antécedent.

Le caractére bijectif d une transformation f permet de définir saréciproque f *.

Laréciproque f ** d une transformation bijective f est latransformation qui, atout point N
associe son unique antécédent par f.

f ! et une transformation bijective et (f 1) * = £ . fof ** = f%of =id .

Si f et g sont deux transformations bijectives, gof est hijectiveet (gof )* = f “‘og*.
En effet, soit M @ un point quelcongue du plan, M ¢ son unique antécédent par g et M
I’unique antécédent de M ¢ par f. M est I' unique antécédent de M € par gof

f:M—>M¢ g:M&—> M@, dors gof :M —> M @.
Deplus: (f log M@= f (g *(M®)=f*(M9y=M ;onadonchien (gof ) = f “‘og™*.

Dans la suite de ce cours, « transformation » sgnifiera pour nous « transformation bijective ».




Isométries du plan : les définitions FICHE 2|

Les premieres transformations auxquelles on va s intéresser sont lesisométries.

Uneisométrie f du plan et une transformation du plan qui conserve les distances, ¢’ est-adire
gue : pour touslespointsM et N duplan,5 M ¢ et N ¢ désignent leursimages par f, on aura
MN =M §¢,

On peut démontrer que les isométries transforment respectivement un segment, une demi-
droite, une droite, un cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle.

Plus précisément, f désignant une isométrie :

I'image du segment [AB] est le segment [f(A)f(B)] ; ces deux segments ont laméme
longuewr ;

I'image deladraite( AB) est ladraite (f (A)f (B)) ;

I’image du cercle de centre A et derayon r est le cercle de centre f (A) et derayonrr.

On dit que les isométries conservent le parallélisme parce que les images de deux droites
paralées sont deux droites pardldes.

On dit qudles conservent la perpendicularité parce que les images de deux droites
perpendiculaires sont deux droites perpendiculaires.

On dit qu'elles conservent les milieux parce que § | est le milieu du segment [AB] f (1) estle
milieu de [ (A) f (B)].

Plus générdement lesisométries conservent |es barycentres.

Cda dgnifie que 3 G est le barycentre des points pondéés (A ;a,), (A, a,) ... (A;a,),
on image f(G) et le barycentre des points pondéés (f(A);a,), (f(A):a,)
(f(A):ay).

On dit gu' dles conservent les angles non aientés parce que s I’on ne tient pas compte de

I’ orientation les angles ABC e ABEC sont égaux (A, B et C désgnent des points distincts et
At, B¢ et Cldésignant leursimages.

Lesisométries qui conservent I’ orientation des angles S gppellent des déplacements

Les isoméries qui renversent | orientation des angles s appdlent des antidéplacements ou des
retournements..

La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.

La composée d'un déplacement et d'un antidéplacement, ou d'un antidéplacement e d'un
déplacement est un antidéplacement.

Il apparditra dans ce cours quil exite dans le plan quatre sortes disométries: les
trandations, lesrotations, les symétries axiales et les symétries glissées.

Les trandaions et les rotations sont des déplacements, les symétries axides e les symétries
glissées sont des antidéplacements.



Voici les définitions correspondantes

Soit U un vecteur du plan. La trandation de vecteur ﬁ, notée t., et la transformation qui, a

tout point M du plan, associe le point M ¢ tel que MM t=u.

Laréciproque de latrandation de vecteur U et latrandation de vecteur - U : tufl =t ..

-u

La composée de deux trandations est une trandation : t-ot. =t. . =t.ot..

Latrandation de vecteur 0 est I'identité t. = id.
Une trandation autre que id n’a pas de point fixe.

Soit W un point du plan & a un angle orienté. La rotation de centreW et d'angle a, notée
lwa € latransformation qui, atout point M du plan, associe le point Md tel que M¢=M s

M =W e td que WM :V\Mﬁet(m;mta:a snon.

Sa=0 [2p] lwa etlidentitt. S a? 0[2p], lw.a Maque W comme point fixe.
Sa=p [Zp], lva €tlasymétrie centrale de centre W, notée s, .

La réciproque de la rotation de centreW e dangle a et la rotation de centreW et
dange-a :r,, =T, ..

Il et facile de composer deux rotations de méme centre: 1., Ofy,. ;= Ny.arp = Fyp Ofyys -




En particulier s,0s,, =id : s, =5,

Propriéé
S A et B sont deux points distincts du plan, et A¢ et B¢ leurs images respectives par r,,., , On

wra:(ﬁ;ﬁ =a.

Soit D une droite du plan. La symétrie axiale d'axe D, notée s,, et la transformation qui, a

tout point M du plan, associe le point Mdtd que M¢=M § M1 Dettd que D it la
médiatricede [MMd s M1 D.




A laplace de « symérie axide », on peut auss dire « réflexion» ou « symétrie orthogonae ».
Laréciproque delasymérieaxided'axe D eddle-méme: s, " =s, ; s,08, =id .
Lespointsfixesde s, sont lespointsde D .

Soit D une droite du plan et U un vecteur directeur de D. La symétrie glisste daxe D et de
vecteur U, notée s, -, estlatransformation t.os;.

S -=t.0S,=s,0t-.S -0S - =t._.
D;u u u D;u D;u 2u

Une symétrie glissée n'a pas de point fixe.

La réciprogue de la symétrie glissée daxe D et de vecteur u et la symétrie glisste daxe D

et devecteur - U.




e e = =
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Composeée de deux symeétries axiales FICHE 3

Soient D, et D, deux droites du plan. Dans cette fiche nous alons composer les symétries
axides s, et s, d'axesrespectifs D, et D, .

Casou lesdroites D, et D, sont paralldes

Soit M un point quelconque du plan. Soient O, et O, ses projetés orthogonaux respectifs sur
D, e D,.Notons M¢=s (M) et M&=s,(M 9.

O, e lemilieude [MMG] cequi S érit auss MM ¢= 201—M¢.

O, estlemilieude [M WM @ cequi séoritaiss MM &=2M©, .

Onadlors: MM &= 20,0, .

Il n"est pas difficile de montrer que le vecteur @ ne dépend pas du choix du point M mais
dépend uniquement desdroites D, et D, .

Lacomposée s,0s, est donc latrandation de vecteur 20,0, .

Lacomposée s,0s, dedeux symétries axidesd' axes D, et D, pardldesest unetrandation
dont le vecteur est perpendiculaire aces droites.

S 0,0, est un vecteur perpendiculairea D, et D, avec O,1 D, et 0,1 D,, levecteur de
cefte trandation est 2@ :

Remarques

1) Sauf danslecasou D, et D, sont confondueset ou s,0s, =s,0S, =id, S, & s, ne
commutent pas: S,0s, et latrandation de vecteur 20,0, et s0s, est latrandation de
vecteur 20,0, .

2) Toute trandation peut donc étre décomposée, d’ une infinité de manieres différentes

possibles, comme la composée de deux symétries axiales d' axes paralées entre eux et
perpendiculaires au vecteur de latrandation.




Casou lesdroites D, et D, sont sécantes

Soient \71 et \72 des vecteurs directeursde D, et D, respectivement. Appelons O le point
dintersectionde D, et D, . Notons M¢=s (M) e M&=s,(M 9.

Supposonsque M 1 W.

Nous avons dlors: (O—M ; OM (ﬁ: 2(\71 ; OMG) et (OM¢; OM (II): 2om ¢, \72) d ol

I.

OV ; oM @= (oM ; oM g+ (oM ¢;OM @ = 2|y, ; OM g+ 2OM¢: v, )= 2|y, ; v; ).
D'autrepart: OM =OM (et OM ¢= OM ¢ d'ou OM = OM ¢.

Lepoint O ex fixe pour latransformation s,0s, .

S,0s, est donc larotation de centre O et d’ angle 2(\7l ; \72)

Lacomposée s,0s, dedeux symétriesaxidesd axes D, et D, secantsen O est unerotation
de centre O.

S \71 et \72 sont des vecteurs directeurs respectifsde D, et de D, , I’ angle de cette rotation
est 2(\7l X \72)




Remarques

1) L'angle 2(\7l ; \72) dépend des droites D, et D, mais pas des vecteurs directeurs \71 et \72
choisis sur ces droites.
S par exempleon rempla:e\T1 par - \71 ona:

2t v =2k v+ 2 v )= 2 v fee] car | viv)=p [20].
2) Sauf danslecasou D, et D, sont perpendiculaireset ou s,08, = S,0S, =S, (Symétrie
centrdedecentre O, s, et S, necommutent pas: S,0s, est unerotation d' angle 2(\7l ; \72) et

S,0S, est unerotation d'angle 2(\72 ; \71)

3) Toute rotation peut donc ére décomposée, d une infinité de maniéres différentes possibles,
comme la composée de deux symétries axiaes d’ axes sécants au centre de cette rotation.

4) On verra que toute isométrie du plan peut étre obtenue en composant une, deux ou trois
symétries axides.



Isométries du plan fixant un point FICHE 4

Théoréme
Soit f uneisométrie et O un point du plan.

L’isométrie f se décompose d’ une maniere unique souslaforme f =tog, out désigne une
trandation et g désigne uneisométrie laissant O fixe.

Preuve
Soit f =tog une telle décomposition, asupposer qu' dle existe.

Ondoait avair f (O) = (tog)(O) =1(0) . Latrandation t ne peut donc ére que latrandation de
vecteur Of (O). Deplus f =tog d'ou g =t "of .
Cequi précéde montre que ladécomposition f =tog e, 9 dle exige, unique.

Posons maintenant t :tm et g =t "of . g et bien uneisométrie comme la composée de

deux isométries.

Deplus g(O) = (t"*of )(0) =t"*( (0)) = O donc O est bien un point fixe de g.

Findement tog =to(t‘1of) =tot ‘of = f . Ceci montre I’ existence de la décomposition citée
dans |e théoréme,

L e théoréme montre qu’ une isométrie quelcongue peut toujours étre obtenue, et ce d une
infinité de maniéres (le choix de O et libre), comme composée d’ une isométrie laissant un
point fixe et d’ une trandation.

Le théoréme suivant va décrire toutes les isométries ayant au moins un point fixe.

Théoreme

1) Uneisométrie fixant trois points A, B et C non dignés et I’ identité.

2) Uneisométrie didtincte de I’ identité fixant au moins deux pointsdisincts A et B est la
symérie axide d'axe (AB) .

3) Uneisométrie ne fixant que le point A est une rotation de centre A et d' angle non nul.

Preuve

Soit f une isométrie.

1) Supposons quef fixetrois points A, B et C non dignés. Soit M un point quelconque du plan
et M ¢ sonimage par f. f conservant les distances, on doit avoir AM = AM ¢, BM =BM ¢ et
CM =CM¢ S M1 M ¢ lestroispoints A, B et C devraient &retouslestroissur la
médiatrice de [MM (ﬂ , Cequi est impossible puisgu'ils ne sont pas aignés.

Onadonc M = M ¢ et tous les points sont donc fixes: f =id.




2) Supposons que f fixe deux points A et B digtincts.

Soit C un point qui N'est pas sur ladroite (AB) . D’ aprés 1), f (C) = C¢t C car Snonon

aurait f =id . f conservant les distances, on doit avoir AC = AC¢et BC = BC¢, donc ladroite
(AB) est lamédiatrice de [CCq.

Considérons I'isométrie g = s ,5,0f . Onvoit que g(A) = A, g(B)=B «

9(C) = Sag) (T (C)) = S0, (C9 = C.. D’ apréslapartie 1) de notre théoréme g = 5,5, 0f =id
d' o, en composant avec § g, s(AB)o(s(AB)of ): (S(AB)OS(AB) )of =idof = f =5 ,50id = § g -

3) Supposons que f ne fixe que le point A. Soit B un point disinct de A, B¢= f(B) et D la
médiatrice de [BBG}. f conservant les distances, on doit avoir AB = AB(, ce qui Sgnifie que

Al D.

Considérons I'isométrie g = s,0f . Onvoit que g(A) = s,(f(A)) =s, (A = A et que

g(B) = sD(f (B)) =5, (B9 = B. On peut donc appliquer ag ce quel’ on amontré dans la

partie 1) ou lapartie 2).

S g @ait I'identité, on aurait f = s, cequi est impossible puisque f n"aqu’un seul point fixe.
Onadonc g = s,0f =, doU f =s,0s,, :lesdroites Det (AB) étant sccantesen A, f est
une rotetion de centre A.



Ecriture complexe des déplacements FICHE 5|

On vatravailler dansle plan muni d’ un repére orthonormé direct (O ; a : e_2 ) :

Ecriture complexe destrandations
Latrandation t de vecteur u associe, atout point M d affixe zle point M ¢ d'affixe

26= 7+ 2., 00 z. désigne ! affixede u.

Ecriture complexe desrotations
Larotation r,,., decentreW et d anglea, et latransformation qui, atout point M d &ffixe z

le point M ¢ d'effixe z¢=€* (z- z,) + z, .

Preuve

S z =z, laformule proposée donne bien z¢= z,,.
¢

S 721z, 2w

Z- 2

doit valoir (WM ; WM ¢ = a d aprésla définition de larotation.

z¢
On adonc Zw
z-z,

. : ¢
est un complexe dont le module doit valoir % =1 et dont un argument

=¢e"? ¢ laformule annoncée.

Pour résumer, on voit que les trandations et |es rotations du plan ont une écriture complexe de
laforme z¢=az + b, a et b éant des complexes avec | a| =1.
Danslacasdelatrandation: a=1 et b= z..

Danslacasdelarotation: a=€* e b=z,(1- €?).

Réciproquement, s une transformation du plan a une écriture complexe de laforme
z¢=az+b, a et b &ant des complexes avec | a| =1, on vamontrer que C' est une trandation
Ou une rotation.

Enefe, 9 a=1, il Sagit dunetrandation t de vecteur ud affixeb.

S at 1 latransformation admet pour seule point fixe le point W d effixe z,, :1L.
-a

. . .. 1 z¢=az+b

En sougtrayant membre amembre les égdités |
iZy =8z, t+b

puisque | a| =1 on peut écrire a souslaforme a = €? . Latransformation est donc bien une

rotation de centre W et d'anglea.

onobtient z¢ z, =a(z- z,)




Composée de deux rotations

Soient f et g deux rotations d écritures complexes respectives z¢=€?z+b, et z¢=€"z+b,,
latransformation gof associe, atout point M d affixe zle point M @ d affixe

z6=e" (e z+h) +b, =€ z+ (", +b,).

C’ est une transformation dont I’ expression complexe est bien de laforme z&= Az + B avec

| Al =1.

Sa+b=0 [2p] , A=1et gof est unetrandation.

Sa+bt0 [2p], Al 1l et gof estunerotationdanglea+b.

Composée d’unerotation et d’unetrandation

Soit f une rotation d écriture complexe z¢= € z+b, et g unetrandaion d écriture complexe
z¢=1z+h,.

Latransformation gof associe, atout point M d effixe zle point M @ d affixe

z6= (€2 z+b)+b, =e*z+ (b, +b,).

gof est donc unerotation d'angle a .

Composée d’unetrandation et d’unerotation

Soit f une trandation d' écriture complexe z¢= z+b, et g une rotation d' écriture complexe
z¢=€%z+b,

Latrandformation gof associe, atout point M d affixe zle point M ¢ d affixe

z&=¢e? (z+b) +b, =€ z+ (e‘abl + bz).

gof est donc unerotationd angle a.

Description des déplacementsdu plan

On peut maintenant décrire, avec I’ aide des théoremes de lafiche 4, I’ ensemble des
déplacements du plan.

En effet le théoreme décrivant les isométries fixant un point nous aindiqué que les seuls
déplacements fixant au moins un point &alent I’ identité et les roteations.

S un déplacement f nefixe aucun point, il peut, comme toute isométrie, se décomposer sous
laforme f =tog, out désigne unetrandation et g désigne une isométrie laissant un point O
fixe g doit ére un déplacement sinon f =tog serait un antidéplacement.

g he peut donc étre que I’ identité ou une rotation.

S g est I'identité, f est une trandation.

S g est unerotation, f =tog est unerotation: ce casn’' est paspossble s f nefixeaucun

point.

| En concluson: les déplacements du plan sont les trandations et les rotations.




Ecriture complexe des antidéplacements FICHE 6|

On rappdle que le plan muni est d' un repere orthonormé direct (O ; a , (—:T2 ) .

Ecriture complexe des symétries axiales
Lasymétrie axiale s, dont I’axe D passe par le point W et admet le vecteur v comme vecteur

directeur associe, atout point M d' affixe z le point M ¢ d' affixe z¢= €' (E- z_W)+ z, ol q
désigne une mesure del’ angle (EI ; \7).

o

'_,_,-"’

Preuve
Soit D, ladroite contenant W et paralele al’ axe des abscisses et soit slasymétried' axe D, .

L’isometrie s,0s edt larotation r,, ,, de centre W et d'angle 2q .

PUiSOUE T, 5, = Sp08, 0na: s, = (s,08)0s =1, ,,0s.

Déerminons d abord |’ écriture complexe de s. S M est un point d' &ffixe z, appeons M, son
image par set z son affixe.

Supposons z1 zwacdculons = ﬂ’
Z- 7,
WM =WM. done |27 2w | 2]z al Lz ] v,

27| [ [ral W

g - aolz,- 2,)- aofz- z) = adlz - 2,)- aolz- z,)= aglz, - 2,)+ aglz-

N
SE |

= (o) e W) =0 puisve (e )= (e )

z,)



2, - 2,

Onadonc: =——Y=1etz- z,=2- z,,égditévdablemémes z=z,.
z- z,
Il reste acomposer savec r,,.,, pour trouver s, =r,,. , 0S.
SSMBM, 1y, MM o 26 z,=e"(z- z,)=e™ (E- z_W),d’oUIerésuItat.

Représentation complexe des symétries glissées

Lasymétrie glissée Sy = taostont I’axe D passe par le point W et admet |e vecteur v
comme vecteur directeur associe, atout point M d' affixe zle point M ¢ d' &ffixe

z¢=¢™ (E- a)+ z,,+ 2. ol g désigne une mesure de I'angle (E; ; \7).

Pour résumer, on voit que les symétries axiaes et les symétries glissées du plan ont une
écriture complexe de laforme z¢=az+b, a et b étant des complexes avec | a| =1.
Danslacasdelasymérieaxide: a=e™ etb=-€%z,+z,.
Danslacasdelasymdrieglisste: a=e® etb=-€%z,+z, + Z..

Réciproquement, s une transformation du plan a une écriture complexe de laforme
2¢=az+b, aet b éant des complexes avec | a| =1, on peut montrer qu'il S agit d' une
symérie axiae ou une symétrie glissée .

Dans le cas ou la transformation admet un point fixe W la preuve et facile. En soustrayant

. . .. 1 zt=az+b . - — .
membre amembre les égdités { — ~ onobtient z¢ z, =a(z- z,) . Enécivanta

1zy =az, +b
sousla forme €, on vait que z¢= e (E- Z_W)+ z,, : Cest bien |’ écriture d une symétrie
axide.

Comment reconnaitre une symétrie axiale et une symétrie glissée

Soit une transformation f d’ écriture complexe z¢= az+b, aetb éant des complexes avec
|a|=1.

S f est une symétrie axiae, pour tout point M, le milieu de [Mf (M )] doit &refixe, en
particulier le milieu de [Of (O)] doit &re fixe. Réciproquement s le milieu de [Of (O)] et
fixedorsf es une symétrie axide puisqu’ une symetrie glissée n"a aucun point fixe.

f (O) apour affixeb et le milieu de [Of (O)] apour affixe % .

f est une symétrie axide s e seulement S % = a%ng b, condition qui S écrit auss :
elg

ab+b=0|,
On peut également retrouver cette condition en considérant que, s f et une symétrie axide,
fof =id tandisques f est unesymérieglisste f =s_ - =t-os;, onaura fof =t ..

Cette deuxieme méthode permet de plus de déterminer le vecteur Y apartir de |’ écriture
complexe d' une symétrie glissee.




Composée de deux symétries axiales

Soient f et g deux symétries axiaes d écritures complexes respectives z¢=a, z+ b e
z¢=a,z+b,, latransformation gof associe, atout point M d affixe z le point M @ d' affixe

Z8=a,(a,z+b)+b, =a,az+3,b +b,.
C'est une transformation dont I’ écriture complexe est bien delaforme z&= Az + B avec

| Al =1 puisque A=a,a, et |A|= aza‘:|a2|' ‘a‘:|a2|' |a,|=1. Cestdoncun

déplacement (trandation ou rotation) comme on I’avu danslafiche 3.

Composée d’une symétrie axiale ou d’une symétrie glissée et d’une trandation

Soit f une symétrie axiale ou glissée d écriture complexe z¢=a,z+Db, avec|a | =1 etgune
trandation d’ écriture complexe z¢=z +Db, .

Latransformation gof associe, atout point M d effixe zle point M @ d affixe
26=(a,z+b)+b, =a,z+(b +b,).

gof est donc une symétrie axiae ou glissée.

Composée d’unetrandation et d’une symétrie axiale ou d’une symétrie glissée

Soit f une trandation d écriture complexe z¢= z+b, et g une symérie axide ou glisse
d' écriture complexe z¢=a, z+b, avec |a,|=1.

Latransformation gof associe, atout point M d effixe zle point M @ d affixe
z¢=a,(z+b)+b, =a,z+ (a2E+ b, )

gof est donc une symétrie axiae ou glissée.

Description des antidéplacements du plan

On peut maintenant décrire, avec I’ aide des théorémes de lafiche 4, I’ ensemble des
antidéplacements du plan.

En effet le théoreme décrivant les isométries fixant un point nous aindiqué que les seuls
antidéplacements fixant au moins un point &aent les symétries axiaes.

S un antidéplacement f ne fixe aucun point, il peut, comme toute isométrie, se décomposer
souslaforme f =tog, ol t désigne une trandation et g désigne une isométrie laissant un
point O fixe. g doit &re un antidéplacement snon f =tog serait un déplacement.
g ne peut donc étre qu’ une symétrie axiae.

f =tog es dorsune symétrie axide ou glissée : puisque f ne fixe aucun point, ¢’ et une
symérie glisste.

En conclusion: les antidéplacements du plan sont les symétries axiaes et les symétries
glisstes.




Homothéties FICHET

Définition
Soit W un point du plan et k un réd non nul. L”homothétie de centreW et de rapport k, notée
h,. et latransformation qui, atout point M du plan, associe le point M ¢ tel que

VWM = KWM

Casparticulierset premiéres propriétés

S k=1, h,, =id.S k!1, Weslesaul point fixede h,., .

S k=-1, h,, =s,,. Lessymétries centrales sont auss les homotheties de rapport - 1.
h,. €stunebijection; labijection réciproque est h,,,.,, .

S A et B sont deux points, et A¢ et B¢ leursimagespar h,,., , ona: WAC= KWA et
WB¢= kWB, d oll par différence: ABS= kAB et donc ABC¢=|k|AB.

Une homothétie de rapport k multiplie donc les distances par | K| et lesaires par k.

Les seules homothéties qui sont des isométries sont I'identité (k =1) et les symétries
centrdes(k =-1).

On peut démontrer que les homothéties transforment respectivement un segment, une demi-
droite, une droite, un cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle.

Plus précisément, en conservant les notations précédentes :
I"image du segment [AB] est le ssgment [AB] et ABC=|k|AB ;
I'image de ladraite( AB) est ladroite (A®BY qui ext pardldea(AB);
I'image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre Aet derayon | K|r .

Les homothéties conservent le pardldlisme, la perpendicularité, les milieux, les barycentres et
les angles orientés (que leur rgpport soit positif ou négatif).

Ecriture complexe des homothéties
L’homothétie h,,., de centreW et de rapport k et latransformation qui, atout point M

ddfixezlepoint M ¢ d'&ffixe z¢=k(z- z,)+ z,.

Preuve
I suffit de traduire I’ égdlité vectorielle WM ¢= KWM .

On obtient donc une écriture complexe delaforme z¢=kz+b avec b= (1- k)z, .




Latransformation d’ écriture complexe z¢=az + b, ot a est un réd non nul e b un complexe
est:

I'identités a=1etb=0;

unetrandaions a=1et b 0;

une homothétiederapportas at 1.

Preuve
Il auffit de vérifier qued at 1 latransformation est bien une homothétie de rapport a.

En posant z,, = %, ona z, = az, +b et enfasant ladifférence membre amembre avec

z¢=az+b, onobtient z¢- z, =a(z- z,) : il Sagit bien del’homothéie de centre W et de
rapport a.

Composée d’' une homothétie et d’unetrandation

Soit f une homothétie derapport k (* 1) d écriture complexe z¢=kz+ b et g unetrandation
d écriture complexe z¢= z+h,.

Latransformation gof associe, atout point M d effixe zle point M @ d affixe

z¢= (kz+b,)+b, =kz+ (b, +b,).

gof est donc une homothétie de rapport k.

Composée d’unetrandation et d’une homothétie

Soit f une trandation d écriture complexe z¢= z+b, et g une homothétie dergpport k (* 1)
d écriture complexe z¢=kz+b,

Latrandformation gof associe, atout point M d' effixe zle point M ¢ d affixe

z¢=k(z+b) +b, =kz+ (kb +b,).

gof est donc une homothétie de rapport k.

Composée de deux homothéties

Soient f et g deux homothéties d’ écritures complexes respectives z¢=k,z+b, et z¢=k,z+b,,
latransformation gof associe, atout point M d affixe zle point M @ d affixe

26=k,(k,z+b,) +b, =kk,z+(k,b, +b,).

C’ est une transformation dont I’ expresson complexe est de laforme z€= Kz+ B ou K est
unréd.

S K=kk, =1, gof estunetrandation.
Sinongof est une homothétie de rapport K = KKk, .

Remarque En générd, gof * fog.S gof et donc égaement fog sont des homothéties, on
peut montrer que les centres def, g, gof et fog sont dignés.




Similitudes directes FICHE 8

Définition
Soit W un point du plan, a un angle orienté et k un réd grictement postif. La smilitude
directe de centreW, d’'angle a et de rapport k, est lacomposee r,,., oh,,,, .

Casparticulierset premiéres propriétés
On véifieraplusloinque r,,., oh,,., =hy. or,.. .

Avec k =1, on retrouve les rotations comme similitudes directes particuliéres.

On considere égdement les trandations comme éant des Similitudes directes particulieres.
Bien entendu les trandaions n’ont ni centre, ni angle, ni rgpport mais sont définies par leur
vecteur. Aing tous les déplacements sont consdérés comme des Smilitudes directes.

Avec a =0, on retrouve les homothéties de rgpport positif comme similitudes directes
particulieres. Avec a = p , on retrouve les homothéties de rapport négatif.

Aing tous les homothéties sont cong dérés comme des similitudes directes.

Remargue : une homothétie de centre W et de rapport k (k < 0) est considérée comme une
smilitude directe de centreW, d' angle p et de rapport - k = | k | . Il faut donc étre prudent
lorsque I’ on parle du rapport d' une telle homothétie.

Les propriétés des similitudes directes découlent des propriétés des rotations et des
homothéties.

Une similitude directe de rapport k multiplie les distances par k et lesaires par k*.

Les samilitudes directes trandforment respectivement un segment, une demi-droite, une droite,
un cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle.
Plus précisément, avec les notations habituelles :

I'image du segment [AB] est le segment [AB{ et ABC=KAB ;

I'image de la droite( AB) est ladraite (ABY);

I'image du cercle de centre A et derayon r et le cercle de centre Adet derayon kr .

Les dmilitudes directes consarvent le padldisme, la perpendiculanité, les milieux, les
barycentres et |es angles orientés.

Ecriture complexe des similitudes dir ectes
Lasmilitude directe de centreW, d'angle a et de rapport k est la transformation qui, atout

point M d &ffixe zle point M ¢ d &ffixe z¢=ke? (z- z,,) + z,,.

Preuve
I suffit de traduire la définition, en utilisant I’ écriture complexe des homothéties et des
rotations.

On obtient donc une écriture complexe de laforme z¢=az+b avec a=ke* b= (1- a)z,.




Latransformation d' écriture complexe z¢=az + b, ou a est un complexe non nul & b un
complexe est :

I'identitts a=1etb=0;

unetrandaions a=1et b 0;

une similitude directe de rapport | a|et d'angle arg(a) s a* 1.

Preuve
I suffit de vérifier qued at 1 latransformation est bien une similitude directe de rapport

|a|=ketdangle ag(a) =a.
En posant z,, :1L, ona z, = az, +b e enfasant ladifférence membre amembre avec
-a

z¢=az+b, onobtient z¢ z, =a(z- z,) =ke* (z- z,) : |l Sagit bien de’ écriture
complexe de lasmilitude directe de centreW, d'angle a et de rapport K.

Composée de deux similitudes directes

Soient f et g deux smilitudes directes d écritures complexes respectives z¢=a,z+b, et
z¢=a,z+b,, latransformation gof associe, atout point M d'&ffixe zle point M ¢ d &ffixe
z¢=a,(az+b)+b, =aa,z+(ab +b,).

C'est une transformation dont I’ expression complexe est delaforme z®= Az+ B ou A et un

complexe non nul.
C egt donc une amilitude directe.

Composée de deux similitudes dir ectes de méme centre

S f et g ont leméme centre W et ont pour écritures complexes respectives
z¢ z,=a,(z- z,) et z¢ z, =a,(z- z,), lasmilitude directegof associe, atout point M
d afixezlepaint M ¢ d' affixe z& z, =a,a,(z- z,) cequi montre:
gue son centre est\W
guef et g commutent (gof = fog ).
Ce méme cdcul permet de vérifier que laréciproque de la smilitude directe de centreW,

danglea et derapport k est lasmilitude directe de centreW, d' angle-a et de rapport %k.




TP - Groupes de transformations

On rappelle que toutes | es transformations cons dérées sont bijectives.

FICHE 9

Définition

Un groupe de transformations du plan est un ensemble G de transformations du plan
possadant |es propriétés suivantes :

1) G contient latransformation identique id.

2) S f et g sont desdémentsde G, gof est auss un dément de G.

3) S f et un dément de G, saréciproque f * est auss un dément de G.

Exemples

L’ ensemble de toutes les trand ations du plan est un groupe.

L’ ensemble de tous les déplacements du plan est un groupe.

L’ ensemble de toutes les isométries du plan est un groupe.

L’ ensemble de toutes les smilitudes directes du plan est un groupe.

L’ ensemble contenant toutes les trandations et 1es homothéties du plan est un groupe.

Exercice

Soit F une figure du plan. L’ ensemble de toutes lesisométries du plan tellesque f (F) =

est un groupe.

Déerminer ce groupe dansle casou :

F est un triangle isocde non équilatérd ;
F es untriangle équilatérd ;

F est un rectangle non caré ;

F est un losange non carré ;

F estuncarré;

F est un hexagone régulier.

Sk wNE

Pour chague cas, dresser |a table de Pythagore du groupe.

F




Composée de deux isométries

ANNEXE

> Trandation Rotation Symétrie Symétrie
axide glissee
Trandation Trandation Rotation Symétrie Symétrie
axideou axideou
glissee glissee
Rotation Rotation Rotationou | Symétrie Symétrie
trandation axideou axideou
glissee glissée
Symétrie Symétrie Symétrie Rotation ou Rotation ou
axide axideou axideou trandation trandation
glissée glissée
Symétrie Symétrie Symétrie Rotation ou Rotation ou
glissee axideou axideou trandation trandation
glissée glissée

Dans ce tableau, id est considérée comme une translation (et non comme une rotation). Les déplacements sont
écritsen vert et les antidéplacements en rouge.




